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Riassunto. Vengono esposte alcune recenti condizioni necessarie per certi pro- 
blemi di ottimizzazione con dati regolari. 


Agstract . We present some recent necessary conditions for some types of ex- 
tremum problems with regular data. 
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CONDIZIONI NECESSARIE PER CERTI 
PROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE 


ANGELO CAVALLUCCI 


Siano X e Y spazi di Banach reali. Consideriamo il problema 


fo(c) | min 

fi(r) <0 perl1<i<m, 

F(x)=0, 

TECNQ, 

ove C' e’ convesso chiuso con int(C) £ 0, fi; e F di classe C"(9), F a valori in Y, 


t+ € I aperto in X e m > 1 opportunamente grande. 
E° classico il seguente 


(P) 


Teorema 1. Sia r, € int(C) soluzione del problema (P) e sia fi(x+) = 0 per 
1<si<m, F(x.)=0e F'(x+)(X) chiuso in Y. Allora esistono vi > Oper 0<1< 
m,n € y* tali che 


DO vifi(2.) +noP'(2,)=0 
i=0 
(Vo, Um.) # (0,..,0) 
Se inoltre F'(x+)(X)=Y, allora 


(Vo, “) Um) # (0, a) 0) 


Ci proponiamo di esporre alcune condizioni che permettono di avere (10, ..,Um) # 
(0, ..,0) anche se F'(x.)(X) = chiuso #.Y. Tali condizioni sono dovute a Ledzewicz 
e Schéattler, che estendono precedenti risultati di Avakov. 

Il metodo seguito si fonda sulle ” curve approssimanti di ordine p > 1”, gia’ 
considerate in precedenza da vari autori, per esempio in [2] nel caso p=2. 

Sia p > 1 intero, Ho =(h1,..,hp) € XP, f:Q04R. Poniamo, seguendo [8], 


DSPf;x+,Hp-1)= DS®(f;Hp-1)= 
p-l 


{he X]37>0: sup [f(r.+) th; +#[h+d)- f(2.)]/t? < 0}, 
O<t<T 1 


WaW<7 
FS(f < 0;2., Hy-1)= FSA(f<0;H-1)= 


Typeset by A11S-TgX 


124 


pl 
{he X|3T>0: sup f(r. +) t'h+t[h+d)<0}, 
ia 7 1 


FS (C;x,, Ho-1) = FSP(C; Hp-1) = 


pl 


{he X|3T>0:2,+ YO t'hi+#9[h+d) € C per0<#<T,|d IST}, 
1 


TS®)(F = Vita Hp-1) = TS®(F = 0; Hp-1) “a 


p_i 


{he X|3r:[0,T] > X,T>0, tale che F(r.+) th; +#9[h+r(2))) =0 
1 


per 0<t#<T,r(t) 0 pert 0}. 


Poniamo anche per E CX 
Et ={{eX*|vVr € E:éÉ(2) > 0}, 


(E) = {(rx,m) e Xx R|r € E,r> 0}, 
X* = duale diX. 


Fondamentale per il seguito e’ la 


Proposizione 1. Sia x, soluzione del problema (P) e sia Hp-1= (hi; hp-1) € 
XP tale che 
E;#0 convesso per 0<1<mt+2, 


ove 


Eo = DSP (fo; ra, Hp-1) 

E; = FSO)(fi< 0;r,, Hp.) 1 <i<m, 
Em+1 = FSP(C;xx, Hp-1), 

Em42= TSO9(F=0;c+,Hp-1). 


Allora esistono (é;, pi) € (E;)* tali che 


(Éo, 3 Ema) # (0, “9 0), 


m+2 


YO (fi, i) = (0,0). 


i=0 
La dimostrazione si trova in [8] e si fonda sul noto teorema di Dubovitskii-Miliutin 
(cfr [1], [2]). 
Per 0<i<m+ 1 gli insiemi E; sono aperti e si ha 
hp € Ei(Hp-1) > Ei(Hp)=X, 


con H, = (H;-1,hp). Inoltre Em+1 e’ convesso e riesce 
L) P P na 


(Em+1)? = {(6, 4) € X* x R| É(u) +4 20, Vu € Ema}. 
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Per determinare (E;)} per i rimanenti valori di 3 occorre studiare la funzione 
Li o 
Pd) = f(2. +) th), 0<t<T, 
i=1 


ove T > 0,H,=(h1,... hp) € XP,f E C?(9,Z) conm > p, Z= Roppure Z=Y. 
Si ha dalla formula di Taylor per il differenziale di Frechet 


f(z.+2)=Y0 af (2)et+ | 2 | w(£), 


k=0 


con 
w(r) 0 pera +0 


e quindi 


m 
1 a 
f(c++21+..+2p)= x, >» SA (2) 1r3°..x6P+ 
k=0 c1+a2+..t+ap=k i 


P p 
zi IP w(Y si), 


con al = a1!a2!..ap!. Ne segue 


m | 
1 

f(x, +th; +4°h2..+tPhp) ner L > AM pet dre pgri pra Ji. 
k=0 C1+..+0p=k l 


p p 
i w()_ th) = 
1 1 


DO d'Qf;0., Hp) +t"ws(t, hp) 


1=0 , 
con 
su wi(t,h 0, Vr > 0, 
e a) la 
na * 1 
Q(fit.,H)=Y SS e)ht hg. her. 
k=0 c1+a2+..+ap=k i 
1+2a2+..+pap=l 
Posto 
Ho=()=0, 
f(c+) per/=0 
i «+ H n ; 
Q(f;%x, Ho) È iaia 
si ha 


QUfiz,, (Mn) = plc), 
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Qi(f; cx, Hp)=Qi(f;t., Hi) per 0<!<p, 
Qi(f;c+, Hp) = Q(fite, Hp-1) +Qt-p(fita, Hi-p)hp per pe! <2p_1. 


Poniamo anche m = pe 


Qu(f; Ta, Hp) = Quf; Hp) = Qu(f; Hp-1 ship) 
e da quanto sopra otteniamo 


pl 


f(x +) t'hi+t?[hp+d)= 


p-1l 
YO t'Q(F:H1) + f'(2+){hp +9) + t°w2(t,d), 
1=0 

con 


sup ||w2(t,d) | —0,vYr>0. 
{al<r 


Di qui si ottiene la seguente proposizione 


Proposizione 2. Per l’insieme E; definito nella Proposizione 1 si ha, con so = 
1,sj=0 per1<1i<Mm, 


a) E;=X se Qufi;r.,H)=0> Qs(fi;ta, Hs) per si <1< 5, ove s <p- 1; 


b) Ei = X se Qi(fisra, Hi) = 0 per si << pl, e Qp(frite ga) £ 
0 e f'(c.)=0; 


c) se Qi(fist., H)=0 persi <1<p_-1l e f(2.) #0 si ha 
E;= {he X| Qp(fi; ce, Hp-1) + f'(c.)h < 0} 


e anche 


(Et = {afl(x.), aQp(firta, Hp-1) +P|a<0,8 2 0} 


Per la dimostrazione rimandiamo a [8], pag.45 e pag.48. 
Resta da studiare l’insieme Em+2. Per questo introduciamo la seguente definizio- 
ne, seguendo (9). 


Definizione 1. La funzione F € C?P_1(Q,Y) si dice p-regolare in x, € Q nella 
direzione Hp-1 € XP! se, posto 


=0, Y41=Y:+Qs(F'ir, Ho)(X) per0<s<p-1, 
Ts = proiezione canonica 
ts: Yay1 + Yo+1/Y, 1<8<p-1 


X3uGpu= (F'(r.)u,mQi(F'; Hi)u,..,Tp-1Qp-1(F'; Hp-1)U) € 
Hi DE (Y2/Y) DE ee DS (4/5) 
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si ha 
a) Y, e’ chiuso per 1<s<p- 1, 
b)Y=Y eG, e’ surjettiva 
Per p=1la 1-regolarita” equivale alla surjettivita’ di F'(x,). Per p=2 si ha 
a) Yi = F'(2+)(X) e’ chiuso, 
b)X>3u-5Gu= (F‘(c.)u,m1F"(2.)h1u) € Yi x (Y/X) 
e in questo caso la nozione di 2-regolarita’ e’ dovuta ad Avakov. 


Osservazione. Se F € C?P+1(Q,Y) ed e’ p-regolare in direzione H,-1, allora e’ 
anche (p+1)-regolare in direzione H, = (Hy-1,hp) per ogni hp € X. 


Infatti si ha 
Yy=Y= 41, Yp+1/Ip =0, 


toQ(F';e,, Hp-1,hp) =0, Vhp € X. 
Il seguente teorema caratterizza l'insieme Em+3 della Proposizione 1. 
Teorema 2. Supponiamo F p-regolare în x, in direzione Hp-1= (h1,..,.hip-1) € 
XP. Allora sono equivalenti le affermazioni su hp € X 
a) hh e TS9(F= 0;za;Ho=1) ; 
b) Hp = (h1,..,hp-1,hp) verifica le condizioni 
Qs(Fic.,H.)=0 per 0<s<p-1, 


Qp+s(Fite, Hp-1)+Qs(F'ix., Ho)hp €Y, per 0<s<p-1. 
Per p = 1 si ottiene un celebre teorema di Lyusternik (cfr. [1]) e per p = 2 il 
teorema figura fra i risultati di Avakov. 
La dimostrazione del teorema si trova in [9]. Qui ci limitiamo ad alcune indicazioni 
sulla necessita’ della condizione b). 
Segue da a) e dalla definizione di T.S(?) che esiste la funzione 


0,7] 53t-r() € X,T>0, 
tale che r(t) 0 pert—0e 


pel 


0=F(2,+) th +t?[hy+r(t)]) = 


- pel p_l 
SO t'QUF;H1) + YO #P+(Qp4(F; Hp) + Q(P;H)r(t)] +192-107(1) 
1=0 s=0 
con wa(t) —0 pert —0. 
Dunque deve essere 


P(c.)=0, 
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Qs(F;H.)=0 per1<s<p-1, 
0=@p(F;H,) = Q(F;Hp-1) + F'(c+)hp, 
0= F'(2+)r(t) +4[(Qp+1(F; Hp) +Q1(F';Ha)r(t)] + t2[..] 


e quindi 
1 
Yi 3 PF (4)r(8) = Qp+1(F; Hp) + Q1(F'; H1)r(t) + t[..] 
+ Qp+1(F; Hp) € Y};=X pert 0. 
Poniamo 1 
—F(c+)r(6) = Qp+:(F;Hp)+ri(t). 
Allora si ha 


Yi 3 ri(t) 0 pert 0, 


Y;= Vi +0:(F551)(0) > MOON _ 


Qp42(F;H) +Q(F;Ha)r(t) +1] Qpa(F; Hp) ca = Ya. 
Procedendo in modo analogo si ottiene 
Y, 3 Qp+e(F; Hp) = Qp+s(F; Hp-1) + Qs(F';Hs)hp per 1<s<p-1l. 


Dunque da a) segue b). 
Da b) segue che Em+2 = TS®(F=0;x., Hp-1) e’ convesso chiuso e segue anche 


Qp+s(FiHp-1) EYs+1 per0<s<p-1, 
msQp+s(F; Hp-1) € Y+1/Ys per0<s<p-1 
e quindi, per la surjettivita’ di G,, esiste u € X tale che 
tsQ.(F';H,.)u=t,0p+s(F;Hp-1) per0<s<p-1l. i 
Ne segue che —u € TS)(F = 0;x,, H,-1) . In conclusione si ha il seguente 
Corollario. Sia F p-regolare in t, in direzione H,-1. Allora sono equivalenti le 
affermazioni 


a) TS®(F=0;v,,Hp-1) #0; 


b) valgono le condizioni 
Qs(F;Hs)=0 per0<s<p-}; 
Qp+s(F; Hp-1) EYs41 per0<s<p-l 
Se valgono queste condizioni si ha 
(TS®(F=0;x+,Hp-1))} = 

p_1 

YO (mi 0 Qi(F'; hi), mi(Qp+i(F; Ho-1))) + (0,9) r 2 0,m EV}, 

i=0 

YI = {ne il n) 2 0W € Xi}. 


Per la dimostrazione si veda [8], Prop.3.6. 
Ora sono caratterizzati tutti gli insiemi (E;)t della Proposizione 1 e possiamo 
enunciare il risultato principale di [8]. 
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Teorema 3. Sia x, soluzione del problema (P) e supponiamo che Hp-1 € XP! 
verifichi le condizioni 


a) Fe’ p-regolare in x, nella direzione Hp-1 e inoltre 
Qs(F;H.)=0 per0<s<p-]; 
Qp+s(FiHp-1) EYs+1 per0<s<p-1; 
b) posto sì=0,s;=1 per1<i<m,gqs=Qs(fi; H.) persi <s < p-l,99=-1, 
esiste 3; < p tale che 
Si<s<51>qs=0>g3,,0<1i1<m; 


c) FS®(C;c.,Hp-1)#0. 


Allora, posto J = {i] 0 < i < m, Ei # X}, esistono v; > 0 peri e J,n; € 
gi per 0<i<p—-1,A€X,p€R tali che 


Yyut|A>0, 


1€J 


p-l 
Yo vifi(2.) +) mo Qi(F;H)=A, 


EJ i=0 
p-1l 
YO vi(Qp(fis Ho-1)) +) ni(Qp+i(F;Hp-1)) 2 4 
EJ i=0 


A(u) + > 0, Vu e FSP(C; 2, Hp-1). 


Segue dalla Proposizione 2 che per i € J deve essere 
Qi(f:H.) =0 pers; <s<p- 1, 


fi(c+)=0> Qp(fi Hn-1)20 


e quindi basta porre v; = 1,v;=0 perî#3€J,n;j;=0 per0<j<p-1,)= 
0, 4 = 0 per soddisfare tutte le condizioni richieste. Resta da trattare il caso 
fi(c+) #0 per ogni i € Je per questo si puo’ applicare la Proposizione 1, come in 
[8], Theor.7.1. 

Osserviamo che per p = 1 dal Teorema 3 segue il Teorema 1 nell’ipotesi di 
surjettivita’ di F'(x.). Per p= 2 il Teorema 8 figura fra i risultati di Avakov. 

Consideriamo il caso p = 2 per il problema (P) in assenza dei vincoli fi(r) < 
0,1<2<m. Dal Teorema 3 si ottiene il seguente 
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Corollario. Sia x. soluzione del nostro problema (P) e supponiamo che Hi = (h) 
verifichi le condizioni 


a) Pe.) =0, 
F"(x.)h? € F'(x.)(X)=Y1= chiuso inY=Y, 
X3u- Gau=(F'(x.)u, tm F"(c.)hu) € Yi x (Y2/V); 
5) F'(1+) #0, f(1.)h = 0; 
c) FSA(C;x,,H1) #0. 
Allora esistono vo > 0, A E X*, no € Yi}, me Y*, p € R tali che 
(0, A) # (00), 
vofo(t+) +00 F'(2.) +mo0F"(2.)h(.)=A, 
vo(f8 (9) + no(P"()R9) + mE (2)h9) > 4, 
m(F'(c.)u)=0, Vu E X, _ 
Mu) + > 0, Vu € FSl(C;x., Hi). 
Consideriamo il problema di controllo 


I((1))) + fo Z(t,2(t), u(t)) dt + min 
x € Wi(0,1; R°), ue L°(0,1; R"), 


(P1) x(t) = f(t,x(t),u(t)) per0<t<1, 
(0) =0, g((1))=0, 
u(t) € U q.d. 


Supponiamo che le funzioni 
[0,1] x A"x A" 3 (t,2,u) (Lt, 2,0), f(i,7,u)) € Rx R°, 


R" 3r—+(l(x),g(r)) € Rx R* 


siano di classe C* rispetto a x,u, con 4 > 1 opportuno, che i relativi differenziali di 
ordine < p siano t-misurabili e localmente limitati. Supponiamo inoltre: 

q’(x) e’ surjettivo per ogni x € R”, 

U e’ convesso chiuso con iînt(U) # 0. 
Su W} (0, 1; R”) viene utilizzata la norma 


2 = l2(0){+ {è hh. 


In [7] viene fatta una ”traduzione” del Teorema 3 per il problema (P1). Per 
questo poniamo 


V={(2,u) € Wi(0,1; A") x L°°(0,1; R")] 2(0) = 0}, 
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C={(z,u) € V|] ult) € Vg.d.}, 


1 
I(2,u)=/(x(1)) +] L(t,x(t),u(t)) dt, 


F(2,4)(t) = (2(t) — J $(8,2(8),t(8)) ds, g((1))), 0<#<1, 


per (2,u) E V. 
Poniamo anche per A: R”" — R” lineare 


zA= A*2,z€R°. 
Si ha per (r,u), (£,v) EV 0<t<1, 
F'(2,u)(h,v)(t) = 


(A(t) -{ [fz(8,2(8), u(3))à(5) + fu(5,2(5), u(s))v(s)] ds, g'(2(1))A(1)). 
In [7] si prova che F'(x,u)(V) e’ chiuso in 
Y= {ye Wi(0,1; R")] y(0)=0} x R* 


e ha codimensione finita data dal numero di soluzioni linearmente indipendenti 
d € W} (0,1; A”) del sistema 


d(t) + $(#)fe(t,z(t),u(#)) =0,0<t<1, 
D(*)fu(t,2(t), u(t)) =0,0<t#<1, 
#(1) € [9'(2(1))7!(0)]*. 
Dal teorema 3 si ottiene il seguente 
Teorema 4. Sia v, = (r.,u+) un punto di minimo locale per il problema (P1). 
Supponiamo che Hp-1 = (h1,..,hp-1) € VP"! verifichi le condizioni 
a) F e’ p-regolare in v, in direzione Hp-1 e inoltre 
* Qi(Hi)=0 per 0<i<p-1, 
Qp+i(FiHp-1) EYii per0<i<p-2; 
b) I'(v.) #0 e Qi(I;v., Hi)=0 per 1<i<p-1; 
c) FSP(C;v,, Hp-1) #0. 


Allora esistono vo > 0, a; € R* per 0<i<p-1,%we pi € Wi (0,1; R°) per 
1<a<p-1 tali che 


1) (v0,A) # (0,0) con A data da 


1 pel 
Mv) = J <voLu+%fu + I piQi(fu Hi), v > dt, per ve L°(0,1; R"); 
s) i=1 
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p_1 
i) —i(t) = voLa + W(6)f +) pi(6)Qi(fzi Hi), 
i=1 
pl 
(1) = vol'(x+(1)) + dog(2+(1) + Yo aiQilg; Hi); 
iti) pi(t) = -pi(t)fx, Pi(t)fu =0, Pi(1) = a;g(1+(1)), 


pi(4)Q;(fx;Hj) = 0, pi(1)Q;(fu; Hj) = 0, a;Q;(9'; H;)=0 
per 1<j<i-1,1<1<p-]}; 


iv) per ogni (0,u) € FS(C;v., Hp-1) si ha 
pol .; 
0 < voQp(l; Hp-1) +) aiQp+i(9 Hp-1)+ 
i=0 


1 pel 
+ | <votu+ fe + YO piQi(fai Hi, > dit 
(0) 


= 
1 : pl 
X / [v0@p(L; Hp-1) + 6Qp(f:Hp-1) + YO piQpri(fi Hp-1)) 
i=1 


Tutte le funzioni f, L, fr, L:;.. sono calcolate in (t,2.(t),us(t)). 


Corollario. Segue da iv) che si ha per ogni u € U 


p_l 


< voLu + W(t)fa +) pi(0)Qi(fu; Hi), u— us(t) >2 0g.d. 


i=1 


Per la dimostrazione rimandiamo a [7]. 
Mostriamo con un esempio come il Teorema 4 possa essere usato per escludere 
che un fissato punto v, = (r+,u+) possa essere un punto di minimo locale. 


Esempio. Condideriamo il problema 
Ix= fil@1-1?°+28+(r3+1) -2]dé— min 
(c,u) EV, 
x(t) = A(x(t)) + Bu(t)) per0<t<1, 
x(0)=0, 1(1)=0=zx3(1), 


Va {(c,u) E Wi (0, 1; R3) x L°(0, 1; R°)| (0) a 0}, 


A(c)= (0,22, axb 13), 
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p 22 intero, a reale. 


Si ha per0<t#<1 


F(2,u)(t) = (2(1) — I) [A((s) + Bu(s))] ds, (21(1)), 23(1), 


F'(2,u)(y, w)(t) = (y(1) -[ [A"(#(s)y(s) + Bw(s))] ds, (y1(1)),ys(1)). 


Cerchiamo, seguendo [7], se J1 possa avere un minimo locale in v, = (ca = 0g 
0). Posto 


Y= {(y,2) e W{(0,1; 3°) x R?| y(0) = 0}, 


si ha 
F'(0»)(V) = {(y,2) € YI v1(1) + ys(1) = 21+ 22}, 
zi(t) =| uz(s)ds = —x3(t), 
F'(v.)(2,u)=0© |x2(t) = -/ u1(s) ds, 
1 
/ u2z(s)ds = 0 
Affinche’ 


Hp-1=((r1,01), (22, u2),.., (cp-1,p-1)) € VP! 
verifichi la condizione a) del Teorema 4 deve essere 
0=Q1(F;v., H1)=F'(v.)(z1,01), 
0=0Qi(F;v., Hi) = F'(v.)(z;,u;) per 2<i<p-1 
e queste condizioni sono soddisfatte da 
Hp-1 = ((2,%),(0,0),.., (0,0) 
con 
F'(v.)(7,u)=0. 
Per tale H,-1 si ha anche 
Qp+i(Fiv., Hp-1)=0 per 1<Si<p-1, 
Qi(F';v.,Hi)=0 per 0<i<p-2, 


ir 
Qp(F;vs, Hy-1)(1) = (-3 J AP.(0)z(s) ds, (0,0)). 
Se poniamo in H,-1 
T1(t)=0= 3(t), d2(1) =0 per0<t<1 


e prendiamo 72 # 0 con 72(0) = 0 = #2(1), allora H,-1 verifica la condizione a) 
del Teorema 4 e anche la condizione b) per Ii. Vale inoltre la condizione c)còn 
C = V e quindi FS@(C;v., H,-1)=V. Infine in [7] si prova che si puo’ prendere 
#2 in VP"! tale che non possa essere soddisfatta la condizione iv) del Teorema 4. 
Dunque IL non puo’ avere un minimo locale in v, = (0,0). In modo analogo si 
prova in [7] che __ non ha un minimo locale in v, = (0,0) per p > 2 dispari oppure 
per p=2ea>2+%. 
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